Л 14. Линейно-неоднородные системы ОДУ с постоянными коэффициентами. Структура решений.
Цель лекции. Познакомить студентов с линейными неоднородными системами дифференциальныч уравнений, изучить структуру его решения. Познакомить с методом решения.
Ключевые слова Линейными ноднородными системами дифференциальныч уравнений, линейными неоднородными системами дифференциальныч уравнений, частное решение неоднородного уравнения, характеристическое уравнение, корни характеристическое уравнение, кратность корней.
Краткое содержание
[bookmark: _GoBack]Системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 
	Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений вида:
[image: ]					(14)
где [image: ] – непрерывные функции [image: ] в некотором интервале, а все коэффициенты [image: ] постоянные. Проще всего такая система интегрируется сведением ее к одному уравнению более высокого порядка, причем это уравнение будет также линейным с постоянными коэффициентами. Запишем эту систему в матричной форме:
[image: ] 				           	(15)
где [image: ], [image: ], [image: ]
Общее решение системы (15) имеет структуру:
[image: ]					(16)
где  [image: ]общее решение однородной системы 
[image: ]					   (17)
	Рассмотрим метод Эйлера интегрирования линейных однородных систем дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.
	Согласно этому методу будем искать решение системы (17) в виде:
[image: ],						 (18)
где [image: ]– некоторый  неизвестный вектор–столбец, [image: ]– неизвестное число.
Подставляя (18) в уравнение (17), получаем матричное равенство:
[image: ]. 					(19)
Из линейной алгебры известно, что число [image: ], удовлетворяющее уравнению (19), называется собственным числом или собственным значением матрицы [image: ] а вектор [image: ] – собственным вектором, соответствующим собственному значению [image: ]. Последнее находится из так называемого характеристического уравнения 
[image: ]					(20)
где [image: ] – единичная матрица размера [image: ]. 
Для заданного собственного числа [image: ] компоненты соответствующего собственного вектора [image: ] находится из системы линейных однородных уравнений:
[image: ]			(21)
При решении этой системы возможны следующие случаи:
1. Все корни характеристического уравнения (30) действительны и различны.
В этом случае функции вида [image: ] линейно независимы (здесь [image: ] собственный вектор, соответствующий  собственном значению [image: ]). Общее решение системы (17) имеет вид в матричной форме:
[image: ][image: ].
2. Корни характеристического уравнения (20) действительны, но среди них есть кратные. В этом случае для корня [image: ] кратности [image: ] решение системы (17) ищем в виде [image: ] где [image: ] – некоторые векторы-столбцы, которые определяются из некоторой системы линейных алгебраических уравнений, возникающих после подстановки [image: ] в систему.
3. Характеристическое уравнение (20) имеет комплексные различные корни.
Если матрица [image: ] действительна, то корни характеристического уравнения (20) 
распадаются на пары сопряженных комплексных чисел. Пусть [image: ] и [image: ] 
[image: ] одна из таких пар. Тогда в систему линейно независимых решений  попадает два комплексных решения:
[image: ] где [image: ] и [image: ]– комплексно–сопряженные собственным значениям [image: ]. В результате вид [image: ] получается из [image: ] заменой компонент на комплексно–сопряженные. Согласно теории, Согласно теории, для того чтобы сделать решение действительным, достаточно взять действительную и мнимую части одного из решений:
[image: ]
Построенная таким образом система решений, так называемая фундаментальная система решений, будет состоять из действительных функций.
Среди корней характеристического уравнения имеются кратные комплексные корни.  В этом случае решение следует искать по аналогии со случаем 2. Отделив затем действительные и мнимые части, получим так называемую фундаментальную систему (линейно-независимых) решений из действительных функций.
Заметим, что рассмотренные четыре случая, конечно, не охватывают всех возможных сочетаний корней характеристического уравнения, однако представляют наиболее типичные случаи. 
Обратимся, наконец, к поиску частного решения [image: ] системы (15) имеет правую часть специального вида, если вектор [image: ] имеет вид:
[image: ] где [image: ] – векторные многочлены вида 
[image: ] (необязательно  одного порядка) с векторными коэффициентами [image: ]. Для линейных систем с правой частью специального вида частное решение можно искать в той же форме, что и правая часть, но с неопределенными коэффициентами. Эти коэффициенты определяются после подстановки искомого решения в уравнение и приравнивания подобных членов в левой и правой частях матричного уравнения. Изложенный метод известен как метод неопределенных коэффициентов.



image6.wmf
÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

n

x

x

x

X

M

2

1


image7.wmf
(

)

(

)

(

)

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

t

f

t

f

t

f

F

n

M

2

1


image8.wmf
(

)

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

=

nn

n

n

n

ij

a

a

a

a

a

a

a

A

K

K

K

K

K

K

1

2

21

1

11


image9.wmf
,

Ч

X

X

.

н

.

ч

.

о

.

о

+

=


image10.wmf
-

.

o

.

o

X


image11.wmf
.

AX

dt

dX

=


image12.wmf
t

Be

X

l

=


image13.wmf
÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

n

B

a

a

a

M

2

1


image14.wmf
l


image15.wmf
(

)

0

¹

=

B

,

B

AB

l


image16.wmf
(

)

0

¹

l

l


image17.wmf
,

A


image18.wmf
B


image19.wmf
l


image20.wmf
(

)

,

E

A

det

0

=

-

l


image21.wmf
E


image22.wmf
n

n

´


image23.wmf
l


image24.wmf
(

)

(

)

(

)

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

=

-

+

+

+

=

+

+

-

+

=

+

+

+

-

0

0

0

2

2

1

1

2

2

22

1

21

1

2

12

1

11

n

nn

n

n

n

n

n

n

a

a

a

..

..........

..........

..........

..........

a

a

a

a

a

a

a

l

a

a

a

a

l

a

a

a

a

l

K

K

K

K

K

K

K


image25.wmf
t

n

n

n

e

B

X

l

=


image26.wmf
n

B


image27.wmf
n

l


image28.wmf
+

+

+

=

K

t

t

.

o

.

o

e

B

C

e

B

C

X

2

1

2

2

1

1

l

l


image29.wmf
t

n

n

n

e

B

C

l


image30.wmf
l


image31.wmf
r


image32.wmf
(

)

,

e

t

A

t

A

A

X

t

r

r

.

o

.

o

l

1

2

1

-

+

+

+

=

K


image33.wmf
r

,

A

,

,

A

A

K

2

1


image34.wmf
.

o

.

o

X


image35.wmf
A


image36.wmf
b

a

i

+


image37.wmf
b

a

i

-


image38.wmf
(

)

1

-

=

i


image39.wmf
(

)

(

)

,

e

B

Y

,

Be

Y

t

i

t

i

b

a

b

a

-

+

=

=

2

1


image40.wmf
B


image41.wmf
b

a

l

b

a

l

i

,

i

-

=

+

=

2

1


image42.wmf
.

Y

Im

X

,

Y

Re

X

1

2

1

1

=

=


image43.wmf
.

н

.

ч

X


image44.wmf
F


image45.wmf
(

)

(

)

(

)

,

e

bt

sin

t

Q

bt

cos

t

P

F

at

+

=


image1.wmf
(

)

å

=

+

=

=

n

j

i

j

ij

i

,

n

,

i

,

t

f

x

a

dt

dx

1

1


image46.wmf
(

)

(

)

t

Q

,

t

P


image47.wmf
m

m

t

H

t

H

t

H

H

+

+

+

+

K

2

2

1

0


image48.wmf
m

H

,

,

H

,

H

,

H

K

2

1

0


image2.wmf
(

)

t

f

i


image3.wmf
t


image4.wmf
(

)

n

,

j

,

i

a

ij

1

=


image5.wmf
,

F

AX

dt

dX

+

=


